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Pªywy dysku galaktycznego

Hamiltonian

H = H0 +H1,

H0 =
1
2

(
X2 + Y 2 + Z2

)
− µ

√
x2 + y2 + z2 ,

H1 = 1
2G3 z

2.

• Zagadnienie keplerowskie w pªaszczy¹nie dysku.

• Symetria obrotowa: xY − yX = na2
√

1− e2 cos I = const.

• Zagadnienie niecaªkowalne (Maciejewski i Pr¦tka).



Powierzchnie zerowej pr¦dko±ci: ruch ograniczony dla H < 0
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Przybli»one rozwi¡zanie analityczne

• Ukªad u±redniony jest caªkowalny.

• Cz¦±ciowe rozwi¡zanie analityczne, bez Ω i z niejednoznacz-
no±ci¡ ω (Matese and Whitman).

• Kluczowe znaczenie wektora Laplace'a w ukªadzie zwi¡zanym
z lini¡ w¦zªów (libracja wokóª ω = 90◦, 270◦, cyrkulacja).



NOWINKI (Breiter i Ratajczak, 2005)

• Rozwi¡zanie dla w¦zªa wst¦puj¡cego

Ω(τ ) = Ω0 − C Π(n; ϕ(τ ) |m),

czyli
Ω = Ω0 − C0 τ − Ψ(τ ).



• Zastosowanie �elementów wektorowych�

~e ≡



e1
e2
e3




= e




cosω cos Ω− c sinω sin Ω
cosω sin Ω + c sinω cos Ω

s sinω



,

~h ≡



h1
h2
h3




=
√

1− e2




s sin Ω
−s cos Ω

c



.

• Jawna zale»no±¢ ~e i ~h od czasu � rozwi¡zanie problemu ω.



• Mo»liwo±¢ zastosowania niekanonicznych równa« Hamiltona.
Niech ~v = (h1, h2, h3, e1, e2, e3)T. Nawias Poissona

(f ; g) ≡


∂f

∂~v




T
J(~v)

∂g

∂~v
,

gdzie

J(~v) =



ĥ ê
ê ĥ


 , x̂ =




0 −x3 x2
x3 0 −x1
−x2 x1 0



, x̂ ~y = ~x× ~y.

A wtedy
d~v

dτ
= (~v; K),

z funkcj¡ Hamiltona

K = −1
4

(
h2

1 + h2
2 + 5e2

3

)
.



• Równania ruchu nieosobliwe i eleganckie

h′1 = −1
2
h2 h3 +

5
2
e2 e3,

h′2 =
1
2
h1 h3 −

5
2
e1 e3,

h′3 = 0,

e′1 = 2 e3 h2,

e′2 = −2 e3 h1,

e′3 =
1
2

(e1 h2 − e2 h1) .



P�YWY GALAKTYCZNE - PE�NY MODEL

W ukªadzie odniesienia skierowanym do centrum Galaktyki (ob-
racaj¡cym si¦)

H = H0 +H1,

H0 = 1
2

(
X2 + Y 2 + Z2

)
− µ

√
x2 + y2 + z2 ,

H1 = Ω0 (y X − xY ) + 1
2

(
G2 (y2 − x2) + G3 z

2
)
.

Staªe: Ω0 < 0, Ω2
0 = G2 < G3.

Brak symetrii, H = const jest jedyn¡ caªk¡ ruchu. Zagadnienie nie-
caªkowalne. Zªudne pokrewie«stwo z innymi zagadnieniami (zag.
Hilla, atom wodoru w polu e-m).



Powierzchnie zerowej pr¦dko±ci

Przechodzimy od H(x, y, z,X, Y, Z) do H(x, y, z, ẋ, ẏ, ż), korzystaj¡c z

ẋ = X + Ω0 y,

ẏ = Y − Ω0 x,

ż = Z.

Przyjmujemy ẋ = ẏ = ż = 0 i otrzymujemy
µ

√
x2 + y2 + z2 + G2 x

2 − 1
2 G3 z

2 = C.
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UK�AD U�REDNIONY

• Ukªad u±redniony jest niecaªkowalny (dwa stopnie swobody).

• Stosuj¡c �elementy wektorowe� otrzymujemy prosty Hamil-
tonian (Breiter, Fouchard & Ratajczak)

K =
5
4
ν

(
e2

1 − e2
2

)
− 5

4
e2

3 −
1 + ν

4
h2

1 −
1− ν

4
h2

2 +
n ν

Ω0
h3,

gdzie

ν =
G2
G3

=
Ω2

0
G3
≈ 0.125.



Czy mo»na potraktowa¢ ten problem przyjmuj¡c ν jako maªy
parametr ?

Inaczej: czy mo»na traktowa¢ wpªyw centrum jako zaburzenie
problemu kometa+dysk ?

• TAK � dostatecznie daleko od pªaszczyzny dysku i pami¦ta-
j¡c o �sile� zaburzenia.

• NIE � w pobli»u dysku, gdy» tam znika wpªyw centrum.



ZAGADNIENIE P�ASKIE

e3 = h1 = h2 = 0, h3 = ±
√

1− e2
1 − e2

2.

Jeden stopie« swobody. Caªka ruchu

E = e2
1 − e2

2 ±
4n
5 Ω0

√

1− e2
1 − e2

2.

Warto±ci n/Ω0: 7500 (a = 1 kAU), 670 (a = 5 kAU),
21 (a = 50 kAU), 2.64 (a = 200 kAU).

Moraª: w Obªoku Oorta regularna cyrkulacja linii apsyd i maªe
oscylacje mimo±rodu.
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• Bifurkacja orbit koªowych w okolicach a = 2× 105 AU.

• Prawdopodobnie ju» wcze±niej wkracza chaos wywoªany re-
zonansami mi¦dzy $̇ a ruchem ±rednim.

• Potrzeba narz¦dzi do szybkiej symulacji z wyznaczaniem wy-
kladnika Lapunowa (lub MEGNO) - ZROBIONE (zmienne
KS dla zagadnienia peªnego i elementy wektorowe dla u±red-
nionego).



PIERWSZE WYNIKI DLA ZAGADNIENIA 3D
(U�REDNIONEGO)

α =
√

1− e2 cos I = 0.6

0 < e <
√

1− α2 = 0.8

arc cosα ≈ 53◦ < I < 90◦



20 ¬ a ¬ 140 kAU, ω = 90◦, Ω = 0
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20 ¬ a ¬ 140 kAU, ω = 90◦, Ω = 90◦
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a ¬ 70 kAU, ω = 90◦,

0 ¬ Ω < 360◦, 0 < e < 0.8
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WNIOSKI

Jest co robi¢ !


