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Model układu planetarnego

• W przybliżeniu mas punktowych, układ planetarny złożony z gwiazdy i dwóch planet może być opisany
funkcją Hamiltona wyrażoną w kanonicznych zmiennych Poincaré (Michtchenko & Malhotra, 2004):
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gdzie ririri (i = 1,2i = 1,2i = 1,2) - współrzędne planet względem gwiazdy, pipipi - pędy planet wyrażone względem
środka masy, ∆ = |r1− r2|∆ = |r1− r2|∆ = |r1− r2| - odległość między planetami, m0m0m0 - masa gwiazdy, mimimi - masy planet
oraz µi = k2(m0 +mi)µi = k2(m0 +mi)µi = k2(m0 +mi); βi = (1/mi +1/m0)−1βi = (1/mi +1/m0)−1

βi = (1/mi +1/m0)−1. Indeksy i = 1,2i = 1,2i = 1,2 numerują odpowiednio wewnętrzną i ze-
wnętrzną planetę.

• Wprowadźmy kanoniczne zmienne Delanuay typu kąt-działanie (φ, Iφ, Iφ, I):
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• Ewolucja układu opisywana jest kanonicznymi równaniami Hamiltona:
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Teoria wiekowa

• Teorię wiekową możemy stosować do opisu dynamiki układów, w których ewolucji potrafimy wyróżnić
różne skale czasowe.

• Układy planetarne: – zmienność krótkookresowa (zależność HHH od tzw. zmiennych szybkich, np. ano-
malii średnich), – ewolucja w skali wiekowej.

• Jeżeli zaburzenie HpertHpertHpert jest dużo mniejsze od głównego oddziaływania HKHKHK, oraz układ jest daleki od
silnego rezonansu ruchów średnich, możemy wyizolować część funkcji Hamiltona odpowiedzialną za
ewolucję wiekową HsecHsecHsec, poprzez uśredninie HHH po zmiennych szybkich (M1,M2M1,M2M1,M2):
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• W klasycznym podejściu, funkcja Hamiltona jest rozwijana w szereg fourierowski względem elementów
orbitalnych (mimośrodów i/lub nachyleń względnych orbit). Podejście takie jest ograniczone do małych
wartości e, Imute, Imute, Imut .

• Michtchenko & Malhotra (2004) zaproponowały, aby uśrednienie HsecHsecHsecwykonywać numerycznie. Podej-
ście półanalityczne nie jest ograniczone poprzez małe wartości e, Imute, Imute, Imut . Pozwoliło one na odkrycie
nowej (nieznanej na gruncie teorii klasycznej) własności dynamicznej płaskiego układu dwóch planet.

• Libert & Henrard (2005) potwierdzili wyniki Michtchenko & Malhotra (2004) analitycznie.

• Michtchenko, Ferraz-Mello & Beaugé (2006) rozszerzyli metodę do analizy układu 3D.

• Libert & Henrard (2007) potwierdzili wyniki Michtchenko, et al. (2006) analitycznie. Wykazali również
wpływ stabilności punktu równowagowego e1 = e2 = 0e1 = e2 = 0e1 = e2 = 0 na globalny obraz dynamiki układu.



Numeryczne uśrednienie HHH ⇒⇒⇒HsecHsecHsec

• W celu wydzielenia części wiekowej funkcji Hamiltona HHH , musimy dokonać jej uśrednienia po anoma-
liach średnich. Aby zrobić to numerycznie, musimy znać wartości HHH na dyskretnej siatce anomalii
średnich (M1,M2M1,M2M1,M2). Zatem dla każdego z węzłów siatki trzeba rozwiązać równanie Keplera.

• Żeby tego uniknąć wykonujemy zamianę zmiennych (dMi = Ji d fidMi = Ji d fidMi = Ji d fi), co znacznie upraszcza całkowanie:
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• W celu wykonania powyższej całki zastosowaliśmy ideę siatki adaptywnej, tzw. adaptive-mesh refine-
ment (AMR) oraz kwadraturę Gaussa-Legendre’a wysokiego rzędu (64 lub więcej):
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Redukcja układu średniego

• Po uśrednieniu HsecHsecHsec nie zależy od anomalii M1,M2M1,M2M1,M2, zatem L1,L2L1,L2L1,L2 są stałe (a1,a2a1,a2a1,a2 są stałe).

• Ponieważ HsecHsecHsec zależy tylko od ∆Ω = Ω1−Ω2∆Ω = Ω1−Ω2∆Ω = Ω1−Ω2, nie od Ω1Ω1Ω1 i Ω1Ω1Ω1 z osobna, możemy wykonać następującą
transformację kanoniczną (redukujemy układ do dwóch stopni swobody):
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• HsecHsecHsec nie zależy od θ1θ1θ1, zatem J1 = const = |C|J1 = const = |C|J1 = const = |C|, gdzie CCC jest całkowitym momentem pędu układu.

• Ponadto, θ2 = π/2θ2 = π/2θ2 = π/2 (w układzie Laplace’a), oraz J2 = (G2
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• Uśredniony układ posiada dwa stopnie swobody dla ustalonej wartości CCC (lub AMD = L1 +L2−CAMD = L1 +L2−CAMD = L1 +L2−C,
Angular Momentum Deficit).

• Dynamika układu opisywana jest następującymi równaniami (Michtchenko et al. 2006):
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Rozwiązania stacjonarne

• Rozwiązania stacjonarne są klasą rozwiązań określonych warunkiem: φ̇ j = 0φ̇ j = 0φ̇ j = 0, İ j = 0İ j = 0İ j = 0.

• W opisywanym zagadnieniu warunek ten przyjmuje postać
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• Wykorzystując istniejące w układzie symetrie, możemy znaleźć takie pary kątów ω∗
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• Są to następujące pary: (ω∗
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• Zmienne (Gi,ωi)(Gi,ωi)(Gi,ωi) mają osobliwość dla ei = 0ei = 0ei = 0, dlatego wprowadzamy zmienne nieosobliwe (Libert &
Henrard, 2007):
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• Łatwo pokazać, że dla e1 = e2 = 0e1 = e2 = 0e1 = e2 = 0 (xi = 0, yi = 0xi = 0, yi = 0xi = 0, yi = 0) HsecHsecHsec posiada ekstremum (Libert & Henrard, 2007).



Funkcja HsecHsecHsec na płaszczyźnie reprezentatywnej

• Poziomy energii na płaszczyźnie
[
e1 cos∆ω̃× e2 cos2ω1

][
e1 cos∆ω̃× e2 cos2ω1

][
e1 cos∆ω̃× e2 cos2ω1

]
dla α≡ a1/a2 = 0.333, µ≡ m1/m2 = 0.5α≡ a1/a2 = 0.333, µ≡ m1/m2 = 0.5α≡ a1/a2 = 0.333, µ≡ m1/m2 = 0.5

oraz AMD∗ ≡ AMD/(L1 +L2) = 0.1AMD∗ ≡ AMD/(L1 +L2) = 0.1AMD∗ ≡ AMD/(L1 +L2) = 0.1 (lewy panel), AMD∗ = 0.25AMD∗ = 0.25AMD∗ = 0.25 (prawy panel).
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• Strzałkami oznaczono rozwiązania stacjonarne. Zacieniowane obszary odpowiadają nachyleniom
względnym ImutImutImut większym od ustalonych wartości.



Stabilność rozwiązań stacjonarnych

• Liniową stabilność rozwiązania określamy rozwiązując zagadnienie własne dla hesjanu funkcji Hamil-
tona: det

(
H2−λI

)
= 0det

(
H2−λI

)
= 0det

(
H2−λI

)
= 0, gdzie HsecHsecHsec=HsecHsecHsec(y1,y2,x1,x2)(y1,y2,x1,x2)(y1,y2,x1,x2).

• Do rozwiązania dostajemy wielomian at2 +bt + c = 0at2 +bt + c = 0at2 +bt + c = 0, gdzie t ≡ λ2t ≡ λ2t ≡ λ2. Rozwiązanie liniowo stabilne ozna-
cza ∆ = b2−4ac > 0, b > 0, c > 0∆ = b2−4ac > 0, b > 0, c > 0∆ = b2−4ac > 0, b > 0, c > 0.

• Zgodnie z tw. Lyapunowa, jeżeli HsecHsecHsec jest funkcją dodatnio lub ujemnie określoną w położeniu równo-
wagi, to jest ono stabilne.
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• Wartości nachylenia względnego orbit kołowych
[
Imut(0,0)

][
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Imut(0,0)

]
, dla których zerują się minory he-

sjanu są wartościami krytycznymi decydującymi o globalnych własnościach dynamicznych
układu.



Bifurkacje rozwiązań stacjonarnych

• Pierwsze zero minorów hesjanu [zmiana stabilności punktu (0,0)(0,0)(0,0)] jest punktem bifurkacyjnym, w którym
tworzy się rezonans Lidova-Kozai (Libert & Henrard, 2007).

• Poziomy energii na płaszczyźnie
[
e1 sinω1× e2 sinω2

][
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(górne panele) oraz
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]
(dolne panele) dla α = 0.333, µ = 0.5α = 0.333, µ = 0.5α = 0.333, µ = 0.5 oraz AMD∗ = 0.03, 0.1, 0.18, 0.25AMD∗ = 0.03, 0.1, 0.18, 0.25AMD∗ = 0.03, 0.1, 0.18, 0.25 (od lewej do prawej).
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• Kolejne zera minorów hesjanu wiążą się z pojawieniem nowych rozwiązań stacjonarnych.



Nowe rozwiązania stacjonarne

• Znane dotychczas rozwiązania stacjonarne to rezonans Lidova-Kozai (ω1 = ω2 =±π/2ω1 = ω2 =±π/2ω1 = ω2 =±π/2) oraz roz-
wiązanie e1 = e2 = 0e1 = e2 = 0e1 = e2 = 0.

• Zastosowanie pół-analitycznej teorii wiekowej w pełnym zakresie AMD∗ ∈ (0,1)AMD∗ ∈ (0,1)AMD∗ ∈ (0,1) oraz mimośrodów i na-
chyleń względnych, a także w szerokim zakresie stosunków mas i półosi wielkich pozwoliło na odkrycie
wielu nowych rodzin rozwiązań stacjonarnych w omawianym problemie.

• Z ciekawszych rozwiązań możemy wymienić

– tzw. konfigurację łańcuchową - stabilne położenie równowagi
umiejscowione w przestrzeni fazowej ponad linią kolizji,

– bifurkację rezonansu Lidova-Kozai (drugie rozwiązanie dla
ω1 =−ω2 =±π/2ω1 =−ω2 =±π/2ω1 =−ω2 =±π/2) oraz jego asymetrię dla przypadków ”nie-
klasycznych”,

– niestabilne położenia równowagi dla e1 ∼ 0e1 ∼ 0e1 ∼ 0.
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Podsumowanie

• Pół-analityczna teoria wiekowa jest użytecznym narzędziem do badania własności dy-
namicznych układów planetarnych.

• Opisywana metoda nie jest ograniczona do małych wartości mimośrodów i nachyleń
względnych.

• Metoda całkowania wykorzystująca ideę siatki adaptywnej daje precyzyjne wyniki w re-
latywnie krótkim czasie CPU.

• Dynamika wiekowa układu przestrzennego dwóch planet jest bardzo złożona.

• W przestrzeni fazowej występują liczne rozwiązania stacjonarne (stabilne jak i niesta-
bilne), w tym wiele nowych, nieznanych dotychczas rozwiązań.

• Przedstawiona analiza daje globalną informację o rozwiązaniach stacjonarnych pro-
blemu. Jedynymi parametrami są tutaj stosunek mas planet µµµ , stosunek półosi wielkich
ααα oraz znormalizowany AMDAMDAMD.
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